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Aufgabenstellung

Wiederholen Sie den Begriff des Vektorraums. Dazu gehort der
zugrunde liegende Korper als auch die relevanten Verkniipfungen.
Diskutieren Sie neben den Standardbeispielen R” und C” auch
einen Funktionenraum als Beispiel fiir einen Vektorraum. Bringen
Sie Licht ins Dunkel des Begriffs Skalarprodukt.
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Vektorraum

Definition
Ein Vektorraum, bzw. ein K-Vektorraum iiber einen Kdrper K ist
ein Tripel (V, @, () mit dem Korper (K, +,-).

@ ist hierbei die Vektoraddition
(© ist hierbei die Skalarmultiplikation

(V,@®) muss eine Abelsche Gruppe bilden
(© muss Eigenschaften erfiillen



(V,®)

Definition
Gruppe:

» Abgeschlossenheit: u,v € V= u@®v € V

> Assoziativitat: (uPBv)Pw = uP(vBw)

> neutrales Element: v € V : v@P0 = 0Pv = v

> Inverses Element: Vv € VI(—v) € V : v®(—v) =0
Abelsche Gruppe:

» Kommutativ: vw = wPv



() Skalarmultiplikation

Eigenschaften:

» Abgeschlossenheit: Vae K,v e V:a(HOv € V

» Distributivitdt im Vektorraum:
aeK,v,weV:aO(vBw) = aOvPaOw

» Distributivitat im Korper:
a,be K,veV:(a+b)Ov=aOHveBbOv

» Assoziativitat / Vertraglichkeit mit der Kérpermultiplikation:
a,be K,veV:(a-b)Ov=aO(bOv)

> Sei 14 das neutrale Element beziiglich der Multiplikation im

Kérper und somit auch bzgl. der Skalarmultiplikation:
Yve V9(Ov=v



Korper K

Definition
Korper: (K, +, )
» K ist eine Menge
» + und - sind distributive Verkniipfungen auf dieser Menge
» (K, +) bilden eine abelsche Gruppe
» (K\{0},-) bilden eine abelsche Gruppe



R™ und C"

R™ : {(x1, ..oy Xn) |X1, ..oy Xn € R}
C": {(z1, ., 2zn) |21, ... zn € C}

@ R"x R" - R"

(Viy ey V) O (W, coey W) = (v + Wi, ooy vy + Wh)

O :RxR" = R"

a® (viy ey vp) = (- va, ., vp)

= fiir C" analog, nur mit R, C oder Q als zugrundeliegender
Korper



Funktionenraum

= Vektoren sind Funktionen aus dem Funktionenraum (Ganzer
Vektor, nicht Komponentenweise)

Menge der stetigen Funktionen:

C(R,R) = {f : R — R|fstetig}

Auf Vektorraum bezogen:

C(R",R") =: C



Funktionenraum: Beispiel

Example

> Korper: R
» Verkniipfungen: @, ©)
@:CxC—=>C

(f.g) = (fdg) (x) = f(x) + g(x)
O RxC—C

(a, f) = (a(OFf) (x) = a- f(x)



Skalarprodukt

Definition
Ein Skalarprodukt ist eine positiv definite, symmetrische
Bilinearform



Linearform

Definition
Abbildung von R" — R, linear und bildet in einen Korper ab

R"xR"— R
f:V —= Wist linear :&
flv+w)=~Ff(v)+f(w)Vv,we V

flarv)=a-f(v)Vae K,ve V



Bilinearform

Definition
f:VxVe=W

Eine Komponente wird festgehalten = Abbildung auf die andere
Komponente bezogen linear

Sei u fest:
flu,v+w)=f(u,v)+f(u,w)Vv,w e V

f(v+w,u)=f(v,u)+ f(w,u)Vv,w € V

Sei u fest:

flu,a-v)=a-f(u,v)Vae K,veV



symmetrisch | positiv definit

Definition
Bilinearform: b: V x V — K

Symmetrisch:
b(x,y) = b(y,x)

Positiv definit:
b(x,x) > OVx € V/\ {o}

b(0,0) =0



<>
<. >R"xR"— R

n
(X1y ooy Xn) , (VI ooy Vi) < X,y >i= Zx,- -V
i=1

Beweis.
Sei x fest:
<X, VH+w>S=<Xx,v>+ X, w>

zweite Komponente analog
seiaceR:
<X, a-v>=a < X,V >

<a-v,x>=a <V, X >



